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Fundamentos @

Um grafo G = (V,A) consiste em um conjunto
nao vazio V de vertices (ou nés) e em um
conjunto que pode ou nao ser vazio A de
arestas (ou arcos), cada aresta sendo um
conjunto de dois vértices pertencentes a V

O numero de vértices e arestas & denotado
por |V| e |A|, respectivamente




Exemplo de um grafo

V={A,B,C,D,E,F,G,H}
A={AA), (AB), (AD), (A,C), (C,D), (C,F), (E,G);




Fundamentos @

Se o0s pares de vértices que formam as
arestas forem ordenados, diz-se que o grafo
€ um grafo orientado, ou um digrafo
A diferenca € que uma aresta de um grafo
simples e da forma (v, v)), tal que (v,v;) = (v, v))

Em um grafo orientado, cada aresta € da forma
<v,v>, tal que <v,v> # <v,v>




Exemplo de um agrafo orientado

A ={<AA>, <A,B>, <A,C>, <A,D>, <C,D>,
<F,C>, <E,G>,<G,E>}




Exemplo de um grafo orientado |mere

Nem todo grafo € uma arvore, mas toda
arvore € um grafo
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Fundamentos T

Um vertice v incide em uma aresta a se v for um de
seus dois vertices no par ordenado de veértices que
constituem a

O grau de um vértice € o numero de arcos incidentes
nesse vertice

Em grafos orientados:
O grau de entrada de um vertice v € o numero de
arestas que tém v como 2° vértice do par ordenado de
uma aresta

O grau de saida de v € o numero de arestas que tém v
como 1° vértice do par ordenado de uma aresta

Dois vértice v; e v; sdo chamados adjacentes se (v, V)
pertence a A



Fundamentos @

Um caminho de v, a v,.; € uma sequéncia de
arestas {(Vo,V1),(V1,V2),-...(Vo2,Vis)} € €
denotado como o caminho {v,,Vv,,V,,...,V,.,V,.1}

Se v, = Vv,, € nenhuma aresta e repetida, o
caminho € chamado circuito

Se todos os veértices em um circuito sao
diferentes, ele € chamado de ciclo
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Fundamentos @

Um grafo € chamado de grafo ponderado se
cada aresta tem um numero associado a ela

Dependendo do contexto no qual um grafo é
usado, o numero associado a uma aresta &
chamado de seu peso, custo, distancia,
comprimento ou algum outro nome
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Exemplo de um oonderado [Ememe
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Fundamentos T

Um grafo com n veértices € chamado
completo e denotado por K, se para cada
par de vertices distintos existe exatamente
uma aresta conectando-os, isto €, cada
vertice pode ser conectado a qualquer outro

vertice
O numero de arestas em tais grafos € O(|V/?)
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Exemplo de um grafo K4 completo MPOQI"HIT\EI(;EIO




Representacao de Grafos @

Existem 2 maneiras padrao para representar um
grafo

Um vetor de lista de adjacéncias

Matriz de adjacéncias

A representacao por lista de adjacéncias fornece
um modo compacto de representar grafos esparsos

A representacao por matriz de adjacéncias pode ser
preferivel quando o grafo € denso
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Representacao de Grafos

A representacao por lista de adjacéncias
de um grafo G = (V,A) consiste em um vetor
Adj de |V| listas, uma para cada vertice de V

Para cada u € V, a lista de adjacéncias Adj[u]
contem (ponteiros para) todos os vertices v
tais que existe uma aresta (u,v) € A
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de uma grafo nao-orientado

Representacao por lista de adjacéncia

o@ B)1l 0 o 1 2| D
1| |0 {4 2| 43|
e ERE 3o
4 3 ~ 4 o1 2 |0
(D) (C 4| +TH3Te
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de uma qgrafo orientado

Representacao por lista de adjacéncia

1 319
41D
"l 4 519
1 1|9D
1319
5|0
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Representacao por lista de @

adjacencias

Se G é um grafo orientado, a soma dos
comprimentos de todas as listas de adjacéncias e
l{A|, pois uma aresta da forma <u,v> € representada
azendo-se v aparecer em Adj[u]

Se G é um grafo nao-orientado, a soma dos
comprimentos de todas as lista de adjacéncias €
2*|Al, pois se (u,v) € uma aresta nao-orientada,
entao u aparece na lista de adjacéncias de v e
vice-versa

A quantidade de memoria que a representacao por
lista de adjacéncias exige € O(|V| + |A|)
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Representacao por lista de @

adjacencias

As listas de adjacéncias podem ser
prontamente adaptadas para representar
grafos ponderados

Por exemplo, seja G = (V,A), um grafo ponderado
com funcao de peso w

O peso w(u,v) da aresta (u,v) € A € simplesmente
armazenado com o vertice v na lista de
adjacéncias de u
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Representacao por lista de @

adjacencias

Uma desvantagem potencial da representagao por
lista de adjacéncias € que nao existe nenhum modo
rapido para determinar se uma dada aresta (u,V)
esta presente no grafo do que procurar por v na lista
de adjacéncias de u

Essa desvantagem pode ser contornada por uma
representacao por matriz de adjacéncias, ao
custo de utilizar mais memoria
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Representacao por matriz de @

adjacencias

No caso da representacao por matriz de
adjacéncias de um grafo G = (V,A), supomos 0s
vertices numerados de 0 a |V|-1 de alguma maneira
arbitraria
Entao, a representacao por matriz de adjacéncias
de um grafo G consiste em uma matriz |V| x |V]| A =
a; tal que

a;=1 se(ij)eA

a; = 0 caso contrario

24



de uma grafo nao-orientado

Representacao por matriz de adjacéncias @
Maratona de
Programacao

01234
o(A) B) 1 o[0 1100
110111

2|111010

4 3101101

@/ (c 40 101 0
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adjacencias de uma qgrafo orientado

Representacao por matriz de @

O O O O O ©O|o
O O O O K|k
O O O O © o|N
O H O O O Rr|W
O OO mr L O|+
=R O O Rr O Oo|lu

o Ao W N P O
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Representacao por matriz de @

adjacencias

A representacao por matriz de adjacéncias
também pode ser usada no caso de grafos
ponderados

Por exemplo, se G = (V,A) € um grafo ponderado
com funcao de peso w, o peso w(u,v) da aresta

(u,v) € A e simplesmente armazenado na linha u
e na coluna v da matriz de adjacéncias
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Busca em Larqura n&ﬁ%ﬁ‘;ﬁ:@%

A busca em largura (Breadth-First Search — BFS) é
um dos algoritmos mais simples para se pesquisar
um grafo e € a base de muitos algoritmos de grafos
Importantes

Dado um grafo G = (V,A) e um vértice de origem
distinta s, a BFS explora sistematicamente as
arestas de G ate “descobrir’ cada vertice acessivel
a partir de s
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Busca em Larqura

Programacao

O algoritmo calcula a distancia (numero de arestas)
desde s ateé todos os vertices acessiveis

Ele tambem produz uma “arvore primeiroem
largura” com raiz em s que contém todos os veértices
acessiveis

Para qualquer vertice v acessivel a partir de s, o
caminho na arvore primeiro em largura de s até v
corresponde a um “caminho mais curto” de s ate v
em G, ou seja, um caminho que contem o numero
minimo de arestas
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Busca em Larqura nma;a;w:ggs

O algoritmo funciona para grafos orientados e
nao-orientados, mas nao para grafos
ponderados

A busca em largura recebe esse nome
porgue expande a fronteira entre vertices
descobertos e nao descobertos
uniformemente ao longo da largura da
fronteira

Isto €, descobre todos os veértices a distancia k a

partir de s, antes de descobrir quaisquer vertices
a distancia k+1

30



Busca em Larqura areTons de

Para controlar o andamento, a BFS pinta cada
vertice de branco, cinza ou preto

No inicio, todos os veértices sao brancos, e mais
tarde eles podem se tornar acinzentados e depois
pretos

Um vértice € descoberto na 1° vez em que €
encontrado durante a busca, e nesse momento ele
se torna nao branco

Portanto, vertices em cor cinza ou preta foram
descobertos, mas a BFS faz distingao entre eles
para assegurar que a busca continuara a seguir
primeiro em largura
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Busca em Larqura n&ﬁ%ﬁ‘;ﬁ:@%

Se (u,v) € A e o vértice u é preto, entao o
vertice v € cinza ou preto; isto €, todos os
vertices adjacentes foram descobertos

Vertices cinza podem ter alguns vertices
adjacentes brancos; eles representam a
fronteira entre vértices descobertos e nao
descobertos
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Busca em Larqura n&ﬁ%ﬁ‘;ﬁ:@%

A BFS constroi uma arvore em largura,
contendo inicialmente apenas sua raiz, a qual
é o vértice de origem s

Sempre que um vertice branco v e
descoberto no curso da varredura da lista de
adjacéncias de um vertice u ja descoberto, o
vertice v e a aresta (u,v) sao adicionados a
arvore
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O AI OritmO BFS ypggap‘%;ggg

BFS (G,s) { while(Q # @) {
for cada vértice u e V[G] - s u <- DEQUEUE (Q)
{ for cada v <- Adj[u]{
gor[ul_<:1BRANC0 if cor[v] = BRANCO {
[1.1][ e - cor[v] <- CINZA
} pailu d[v] <- d[u] + 1
cor[s] <- CINZA E;1£;$E<_ -
] 2o G QUEUE (Q, V)
pai[s] = -1 }
Q <-9g }
ENQUEUE (Q, s) cor[u] <- PRETO
}
}
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orimindo o caminho mais curto [Em=r

PRINT-PATH(G,s,v) {
if v = s {
imprimir s
}
else if pai[v] = -1 {
imprimir "nenhum caminho de ",s," para ",v," existente"
}
else {
PRINT-PATH (G,s,pai[v])
imprimir v

}

}
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Exemplo da aplicacao do

0 -1
S
vl v2
-1 r
v4 HV6

Fila
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Exemplo da aplicacao do

0 1
S
v2
1 1
v4 HV6

Fila |v2|v3
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Exemplo da aplicacao do

Fila |v3|v5|v6
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Exemplo da aplicacao do

Fila |v5]|v6|v4
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Exemplo da aplicacao do

Fila |v6|v4
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Exemplo da aplicacao do

Fila |v4
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Exemplo da aplicacao do

Fila

42



Pedagio — OBl 2002. SPOJ ID 819, Caodigo:
PEDAGIO

Transmissao de Energia — OBI 2005. SPOJ ID
1387, Codigo: ENERGIA

Ir e Vir — 1° fase da Maratona de Programacao
de 2010. SPOJ ID 8304, Codigo: IREVIR

43



Algoritmo de Dijkstra

O algoritmo de Dijkstra resolve o problema de
caminhos mais curtos de unica origem em
um grafo orientado ponderado G = (V,A) para
O caso no qual todos os pesos de aresta nao
sao negativos
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Relaxamento anga;%":ggs

O algoritmo de Dijkstra usa a tecnica de
relaxamento

Para cada vertice v € V, mantemos um
atributo d[v/, que € um limite superior sobre o
peso de um caminho mais curto deste a
origem s ate v

Chamamos dfv] uma estimativa de caminho
mais curto
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Relaxamento @

Inicializamos os vertices do grafo como
seqgue:

INICIALIZE-ORIGEM-UNICA (G,s) {
para cada vértice v e V[G] {

d[v] <=
pai[v] <- -1
cor[v] <- BRANCO
}
d[s] <- 0
cor[s] <- CINZA
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Relaxamento Mnagagog:ggg

O processo de relaxar uma aresta (u,v) consiste em
testar se podemos melhorar o caminho mais curto
para v encontrado ate agora pela passagem atraves
de u e, nesse caso, atualizar dfv] e pailv]

RELAXAR (u,v,w) {
if d[v] > d[u] + w(u,v) {
d[v] <- d[u] + w(u,v)
pai[v] <- u
}

}
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Algoritmo de Dijkstra @

O algoritmo de Dijkstra rotula os vertice como
branco, cinza e preto, como fazia o BFS

O algoritmo seleciona repetidamente o
vértice u cinza com estimativa minima de
caminho mais curto e relaxa todas as aresta
adjacentes a u
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Al

oritmo de Dijkstra

Maratona de
Programacao

DIJKSTRA (G,w,s) {
INICIALIZE-ORIGEM-UNICA (G, s)
para i de 1 até |V]| {

u <- MENOR-DISTANCIA (G)
para cada vértice v e€ Adj[u] {
RELAXAR (u,v,w)
se cor[v] = BRANCO {
cor[v] <- CINZA
}
}
cor[u] <- PRETO
}
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Exemplo da aplicacao do
algoritmo de Dijkstra parafona o
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Exemplo da aplicacao do
algoritmo de Dijkstra parafona o
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Exemplo da aplicacao do
algoritmo de Dijkstra arsona e
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Exemplo da aplicacao do
algoritmo de Dijkstra garafon o
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Exemplo da aplicacao do
algoritmo de Dijkstra garafon o
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Exemplo da aplicacao do
algoritmo de Dijkstra garafon o
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Exemplo da aplicacao do
algoritmo de Dijkstra garafon o
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Exemplo da aplicacao do
algoritmo de Dijkstra garafon o
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Problema D (Assistindo aos Jogos) da |
Maratona de Programacao da FATEC

Problema C (Conexao de Circuitos) da |l
Maratona de Programacao da FATEC

Paises em Guerra — 12 fase da Maratona de
Programacao de 2006. SPOJ ID 4886,
Codigo: PAISES

Desvio de Rota — 12 fase da Maratona de
Programacao de 2010. SPOJ ID 8301,
Cdédigo: DESVIO "
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