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Introdução

 Um grafo orientado pode ser interpretado 
como um fluxo em rede e usá-lo para 
responder perguntas sobre fluxo de materiais

 Imagine um material percorrendo um sistema 
desde uma origem, onde é produzido a uma 
taxa fixa, até um depósito, onde é consumido 
na mesma taxa

 O fluxo do material em qualquer ponto do 
sistema é intuitivamente a taxa na qual o 
material se move
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Introdução

 O fluxo em redes pode ser usado para 
modelar:
 Líquidos fluindo por tubos
 Peças por linhas de montagem
 Corrente em redes elétricas
 Informações por redes de comunicação
 E assim por diante ...
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Introdução

 Cada aresta orientada em um fluxo em rede 
pode ser imaginada como um canal para o 
material

 Cada canal tem uma capacidade (peso da 
aresta), dada como a taxa máxima na qual o 
material pode fluir pelo canal

 Por exemplo, 200 galões de líquido por hora 
através de um tubo ou 20 amperes de 
corrente elétrica por um fio
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Introdução

 Vértices são junções de canais e, além da 
origem e do depósito, o material flui pelos 
vértices, sem acumulação

 A taxa com que o material entra no vértice 
deve ser igual à taxa em que ele deixa o 
vértice

 Essa propriedade é chamada de “conservação 
do fluxo”
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Introdução

 No problema do fluxo máximo, desejamos 
calcular a maior taxa na qual o material pode 
ser enviado desde a origem até o depósito 
sem violar quaisquer restrições de 
capacidade
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Fluxo em Redes

 Um fluxo em rede G = (V,A) é um grafo 
orientado em que cada aresta (u,v) ∈ A tem 
uma capacidade não negativa c(u,v) ≥ 0

 Se (u,v) ∉ A, supomos que c(u,v) = 0
 Distinguimos 2 vértices na redes: uma origem 

s e um depósito t
 Por conveniência, supomos que cada vértice 

reside em algum caminho desde a origem até 
o depósito, ou seja, o grafo é conexo, e |A| ≥  
|V|-1



8

Fluxo em Redes

 Seja a aresta (u,v) ∈ A, e f(u,v) o fluxo de u 
até v, então f(u,v) ≤ c(u,v)

 A quantidade de fluxo adicional que podemos 
enviar de u até v antes de exceder a 
capacidade c(u,v) é a capacidade residual de 
(u,v) dada por:
 cf(u,v) = c(u,v) - f(u,v) 
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Fluxo em Redes
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Fluxo
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O Método de Ford-Fulkerson

 É chamado de método em vez de algoritmo 
porque engloba diversas implementações com 
diferentes tempos de execução

 Depende de 3 ideias importantes:
 Redes residuais
 Caminhos em ampliação
 Cortes
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O Método de Ford-Fulkerson

 O método de Ford-Fulkerson é iterativo
 Começamos com f(u,v) = 0 para todo u,v ∈ A
 A cada iteração, aumentamos o valor do fluxo, 

encontrando um “caminho em ampliação”
 Repetimos esse processo até não ser possível 

encontrar nenhum caminho em ampliação
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Redes Residuais

 Intuitivamente, dados um fluxo em rede e um 
fluxo, a rede residual consiste em arestas que 
podem admitir mais fluxo

 Dados um fluxo em rede G = (V,A) e um fluxo 
f, a rede residual de G induzida por f é Gf = 
(V,Af), onde

 Af = {(u,v) ∈ V xV : cf(u,v) > 0}

 Cada aresta da rede residual, ou aresta 
residual, pode adimitir um fluxo maior que 
0
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Redes Residuais

s

v1 v3

t

v2 v4

11/16 15/20

10 1/4

4/4

7/7

8/13

12/12

11/14

4/9



15

Redes Residuais
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Redes Residuais
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Redes Residuais
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Redes Residuais
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Caminhos em Ampliação

 Dados um fluxo em rede G = (V,A) e um fluxo 
f, um caminho em ampliação p é um caminho 
simples desde s até t na rede residual Gf

 Cada aresta (u,v) em um caminho em 
ampliação admite algum fluxo adicional de u 
até v sem violar a restrição de capacidade 
sobre a aresta
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Caminhos em Ampliação
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Caminhos em Ampliação

 Chamamos a quantidade máxima pela qual 
podemos aumentar o fluxo em cada aresta de 
um caminho em ampliação p de capacidade 
residual de p, dada por:

 cf(p) = min{cf(u,v):(u,v) está em p}
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Cortes de Fluxo em Redes

 O método de Ford-Fulkerson aumenta 
repedidamente o fluxo ao longo de caminhos 
em ampliação até ser encontrado um fluxo 
máximo

 Um fluxo é máximo se e somente se sua rede 
residual não contém nenhum caminho de 
ampliação

 Para entender esta condição de parada, 
devemos explorar a noção de um corte de um 
fluxo em rede
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Cortes de Fluxo em Redes

 Um corte (S,T) de um fluxo em rede G = (V,A) 
é uma partição de V em S e T = V-S tal que s 
∈ S e t ∈ T

 Se f é um fluxo, então o fluxo líquido 
pelo corte (S,T) é definido como f(S,T)

 A capacidade do corte (S,T) é c(S,T)
 Um corte mínimo de uma rede é um 

corte cuja capacidade é mínima dentre 
todos os cortes da rede
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Cortes de Fluxo em Redes
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Cortes de Fluxo em Redes

 A figura anterior mostra o corte ({s,v1,v2}, 
{v3,v4,t})

 O fluxo líquido desse corte é
 f(v1,v3)+f(v2,v3)+f(v2,v4) = 12+(-4)+11 = 19

 E sua capacidade é
 c(v1,v3)+c(v2,v4) =  12+14 = 26

 Note que o fluxo líquido pode incluir fluxos 
negativos, mas a capacidade de corte não
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Cortes de Fluxo em Redes

 O fluxo máximo em uma rede é limitado na 
parte superior pela capacidade de um corte 
mínimo da rede

 De fato, o valor de um fluxo máximo é igual à 
capacidade de um corte mínimo
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Algoritmo de Ford-Fulkerson

 Em cada iteração do método de Ford-
Fulkerson, encontramos algum caminho em 
ampliação p e aumentamos o fluxo f em cada 
aresta de p pela capacidade residual cf(p)
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Algoritmo de Ford-Fulkerson

FORD­FULKERSON(G,s,t)

   para cada aresta (u,v)   A[G] ← faça
      f[u,v]   0←
      f[v,u]   0←
   fim­para
   enquanto existir um caminho p de s até t em Gf faça
      cf(p)   min{(cf(u,v):(u,v) está em p}←
      para cada aresta (u,v) em p faça
         f[u,v]   f[u,v] + cf(p)←
         f[v,u]   ­ f[u,v]←
      fim­para
   fim­enquando

 fim.
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Algoritmo de Ford-Fulkerson
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Algoritmo de Ford-Fulkerson
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Algoritmo de Ford-Fulkerson
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Algoritmo de Ford-Fulkerson
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Algoritmo de Ford-Fulkerson
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Algoritmo de Ford-Fulkerson
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Algoritmo de Ford-Fulkerson
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Algoritmo de Ford-Fulkerson
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Algoritmo de Ford-Fulkerson
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Exercício

 A lei vai a Cavalo! (Seletiva da Maratona de 
Programação do IME-USP – 2007). SPOJ: id 
1751, código CAVALOS.
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